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KELAS FUNGSI ANALISIS B(, ) DAN BEBERAPA SIFATNYA 
(A Class B(, ) of Analytic Functions and Some of Its Properties) 




Dalam makalah ini, kelas fungsi analisis 𝐵(𝛼, 𝛽) diperkenalkan dan beberapa sifat tertentu 
diperoleh. Syarat tertentu bagi kelas fungsi bakbintang kuat dan cembung kuat peringkat α 
dalam cakera unit juga diberi. 
Kata kunci: fungsi analisis; fungsi bakbintang; fungsi cembung 
ABSTRACT 
In this article, the class of analytic functions 𝐵(𝛼, 𝛽) is introduced and some specific 
properties are obtained. Certain conditions for the strongly starlike and strongly convex of 
order α in the unit disc are also given 
Keywords: analytic functions; starlike functions; convex functions 
1. Pengenalan 
Andaikan A kelas fungsi berbentuk 
 







Yang analisis dalam cakera unit terbuka 𝐷 = {𝑧: |𝑧| < 1}.  
 





) > 𝛼      (𝑧 ∈ 𝐷), 
 
(2) 
   
untuk beberapa  𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1). Andaikan 𝑆𝛼 
∗  subkelas A yang mengandungi fungsi 
bakbintang peringkat 𝛼 dalam D. 
 







) > 𝛼      (𝑧 ∈ 𝐷) 
 
(3) 
   
bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1). Dilambangkan 𝐶𝛼  sebagai subkelas A yang mengandungi 
fungsi cembung peringkat 𝛼 dalam D. 
 









𝛼      (𝑧 ∈ 𝐷), 
(4) 




bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1), maka 𝑓(𝑧) dikatakan bakbintang kuat peringkat 𝛼 dalam D, 
dan kelas ini dilambangkan dengan 𝑆?̅?
∗ . 
 









𝛼      (𝑧 ∈ 𝐷), 
 
(5) 
bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1), maka 𝑓(𝑧) dikatakan cembung kuat peringkat 𝛼 dalam D, dan 
kelas ini dilambangkan dengan 𝐶?̅?. 
 
Objektif kajian ini adalah untuk mendapatkan beberapa sifat kelas fungsi analisis yang 
ditakrif seperti berikut. 
 










bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1), 𝛽 ≥ −2 dan 𝑧 ∈ 𝐷. 
 





) > 𝛼.  
(7) 
 
2. Hasil Utama 
Untuk mendapatkan hasil utama, dinyatakan lema-lema yang diperlukan seperti berikut: 
 










maka 𝑓 adalah univalen dalam D. 
 
Nota: Untuk Lema 2.1, ia berdasarkan hasil daripada Frasin dan Darus (2001) yang 
merujuk kepada lema yang diberi oleh Nunokawa (1995) untuk 𝛽 = 0. 
 
LEMA 2.2. (Jack 1971). Andaikan 𝑤(𝑧) fungsi analisis dalam D dan 𝑤(0) = 0. Jika 
|𝑤(𝑧)| memperoleh nilai maksimum dalam cakera |𝑧| = 𝑟 < 1 pada titik 𝑧𝑜 ∈ 𝐷, maka 
 
 𝑧𝑜𝑤′(𝑧𝑜) = 𝑘𝑤(𝑧𝑜) , 
 
(9) 
yang  𝑘 ≥ 1 dan k adalah nombor nyata. 
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LEMA 2.3. (Ozaki & Nunokawa 1972). Andaikan 𝑝(𝑧) fungsi analisis dalam D,  𝑝(0) =
















































Berikut adalah hasil pertama berkenaan dengan sifat fungsi 𝑓 ∈ 𝐵(𝛼, 𝛽). 
 
















bagi beberapa(0 ≤ 𝛼 < 1), 𝛽 ≥ −2, maka𝑓(𝑧) ∈ 𝐵(𝛼, 𝛽). 
 








Maka, 𝑤(𝑧) adalah analisis dalam D dan 𝑤(0) = 0. Dengan kaedah pembezaan logaritma,  


















|𝑤(𝑧)| = |𝑤(𝑧𝑜)| = 1,  
 
(16) 
maka dari Lema 2.2,  persamaan  (9) dipenuhi. 
 
Andaikan  𝑤(𝑧𝑜) = 𝑒
𝑖𝜃,  ketaksamaan di bawah  diperoleh daripada persamaan (15), 
 





















yang bercanggah dengan andaian (13). Oleh itu, | 𝑤(𝑧)| < 1, 𝑧 ∈ 𝐷. 
 









iaitu, 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵(𝛼, 𝛽). 
 
Ambil 𝛽 = 0 dalam (13), diperoleh hasil Frasin dan Darus (2001). 
 
 












bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1), 𝛽 ≥ 0 dan (2/π) tan−1(𝛼/𝛽) + 𝛼 = 1. 
 


























  (21) 
 











Dengan menggunakan Lema 2.3, 
 𝑧𝑜𝑝′(𝑧𝑜)
𝑝(𝑧𝑜)































Oleh itu, jika ℎ𝑢𝑗(𝑝(𝑧𝑜)) =
𝜋𝛼
2
,   maka 𝑘 ≥ 1 dan 





























































































































































Ini bercanggah dengan andaian teorem. Oleh itu, fungsi 𝑝(z) perlu memenuhi 
 
 |ℎ𝑢𝑗(p(z) )| <
𝜋
2














dan pembuktian telah lengkap. 




Ambil 𝛽 = 1 dalam (19), akan diperoleh korolari berikut: 
 












bagi beberapa 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1) dan (2/π) tan−1 𝛼 + 𝛼 = 1. 
 
 




























































































Jika ℎ𝑢𝑗(𝑝(𝑧𝑜 )) = 𝜋𝛼/2, maka 𝑘 ≥ 1 dan didapati 



























𝛼𝑘) > 0 
 
  (41) 


























𝛼𝑘) < 0. 
 
(43) 





𝛼   (𝑧 ∈ 𝐷). (44) 
 
Dengan mengambil 𝛽 = 0 dalam (34), diperoleh hasil Frasin dan Darus (2001). 
 

















𝛼   (𝑧 ∈ 𝐷). (46) 
 
Dengan mengambil  𝑝(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧)/𝑓(𝑧) dalam Teorem 2.7, diperoleh hasil berikut: 
 


















yang 0 < 𝛼 < 1, 𝛽 ≥ −2 dan 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵(𝛼, 𝛽), maka 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆?̅?
∗ . 
 
Dengan mengambil  𝑝(𝑧) = 1 + 𝑧𝑓′′(𝑧)/𝑓′(𝑧) dalam Teorem 2.7, dapat diperoleh yang 
berikut: 
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((𝑧𝑓′′(𝑧))′ − 𝑧(𝑓′′(𝑧))2))| <
𝜋
2




yang 0 < 𝛼 < 1, 𝛽 ≥ −2 dan 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵(𝛼), maka 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶?̅?. 
 
3. Kesimpulan 
Dalam makalah ini dibincangkan beberapa sifat tertentu bagi kelas fungsi analisis teritlak 
peringkat α. Beberapa pengitlakan lain masih boleh dilakukan untuk kelas-kelas yang 
berbeza. 
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